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Les Treillis PseudocomplCmentQ Finis 
C. CHAMENI-NEMBUA ET B. MONJARDET 
Let t be a lattice with a least element denoted o;g(t) E L is a meet pseudocomplement of 
t E L if x At = o is equivalent to x s g(t); L is meet pseudocomplemented if every element of L. 
has a meet pseudocomplement. One defines dually the notion of join pseudocomplemented 
lattice. A lattice is pseudocomplemented if it is meet and join pseudocomplemented (such a 
lattice is sometimes called a double p-lattice, and the associated algebra a double p-algebra). 
These lattices have been intensively studied when they are distributive and infinite (Brouwer or 
Heyting lattices or algebras, Stone lattices or algebras). Examples of finite non-distributive 
pseudocomplemented lattices are the finite Coxeter groups endowed with the Bruhat weak 
ordering (especially. the ‘permutohedron’ lattice of Guilbaud and Rosenstiehl [22] is obtained 
with the symmetric group), and the lattice of binary bracketings (Friedman and Tamari [lg]): 
these lattices are also complemented. We study the finite pseudocomplemented lattices. 
showing for instance that the pseudocomplements are obtained from the atoms and coatoms. 
that for complemented lattices meet pseudocomplementation is equivalent to join pseudo- 
complementation, and giving several results that clarify the structure of such lattices. These 
results can be applied especially to the permutohedron lattice and to the lattice of binary 
bracketings. 
1. I~RODUCNON 
Soit T un treillis avec plus petit ClCment notC 0; 1’ClCment t de T a un 
inf -pseudocompl&nent, note g(t), si g(t) est le plus grand Clement de I’ensemble des x 
de T tels que x A t = 0; nous dirons que T est infkrieurement pseudocompl&mente’ 
(Z.P.C.) si tout ClCment de T a un inf-pseudocomplCment. Dualement un treillis T, 
avec plus grand ClCment notC 1, est dit supe’rieurement pseudocomplkmente’ (S. P. C. ) si 
pour tout t de T, l’ensemble des x de T tels que x V t = 1 a un plus petit ClCment appelC 
le supseudocomplt!ment de t. Enfin nous appellerons treillis pseudocomplkmentk 
(P.C.) un treillis B la fois infkrieurement et suphieurement pseudocomplCmentC (on 
notera que dans la litthature des treillis, ‘treillis pseudocomplCmentC’ signifie 
usuellement ‘treillis infhieurement pseudocomplCmentC’, et qu’un treillis 
pseudocomplCmentC dans notre sens est souvent appele ‘a double p-lattice’). Deux 
classes particulihres de treillis infhieurement pseudocomplCmentCs ont CtC intensive- 
ment Ctudiees. D’abord, depuis Glivenko [20], les treillis brouweriens (dits aussi 
implicatifs, ou de Heyting, ou pseudoboolkens); ce sont les treillis ‘relativement 
infhieurement pseudocomplCmentCs’; ils sont distributifs et, s’ils sont complets, 
infiniment inf-distributifs [6]. Ensuite, aprks Stone [40], les treillis distributifs 
infdrieurement pseudocomplCmentCs vh-ifiant la condition g(x A y) = gx V gy ; on les 
appelle souvent treiflis de Stone. On trouvera dans Grtitzer [23] et surtout dans Varlet 
[45] l’expod des rCsultats connus sur les treillis infdrieurement pseudocomplCmentts et 
notamment sur les deux classes particuli&res citCes ci-dessus. Nous nous intCressons ici 
B la classe particulibre des treillis finis infhieurement (ou -et- supbrieurement) 
pseudocomplCmentCs; cette classe contient les treillis distributifs finis, mais ses 
propriCtts spdcifiques ne semblent pas avoir Ctt &udiCes jusqu’ici. Notre int&t pour 
ce cas provient de ce que deux classes inthessantes de treillis finis non distributifs sont 
de ce type: les treillis dkfinis par l’ordre faible de Bruhat sur un groupe de Coxeter (cf. 
notamment [7]) et en particulier le treilh des permutations [22, 461; les treilh de 
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parenthesages [lg. 24,2.5,27,41]; tow ces treillis sont en fait pseudocomplementes ct 
complementes ce qui entraine une structure particuliere que nous etudierons. 
Au Paragraphe 2 nous commenGons par definir la notion d’application galoisierzne 
SW un treillis T et d’en donner les proprietes, notamment le fait que que q = g’ est une 
fermeture sur T (Lemme 2.1); comme l’application d’inf-pseudocomplementation est 
galoisienne (61, on deduit de ce lemme une bonne partie des proprietes classiques des 
treillis inferieurement pseudocomplementes, Cnoncees au Theoreme 2.3; afin d’etre 
complet nous donnons des demonstrations de ces proprietes, eventuellement adaptees 
au cas fini, et notamment des resultats fondamentaux: si Test un treillis inferieurement 
pseudocomplemente, gT = ~JT, ensemble, note F, des inf-pseudocomplements de T. 
est un treillis booleen; I’equivalence 17 ‘avoir meme inf-pseudocomplement’ (xfly si 
gx =gy ou, de fagon equivalente, si cpx = vy) est une congruence sur T, appelte 
congruence de Glivenko, et T/Ill est un treillis booleen isomorphe a gT. Nous donnons 
ensuite des exemples et des classes particulieres de treillis inferieurement 
pseudocomplementes. 
Au Paragraphe 3 nous remarquons d’abord qu’un treillis (fini) T est inferieurement 
pseudocomplemente si et seulement si tout atome de T a un inf-pseudocomplement. 
Nous en dtduisons des formules de calcul explicites des inf-pseudocomplements dans 
un tel treillis et le fait que la congruence de Glivenko est la m&me que celle ‘etre 
superieur ou Cgal au meme ensemble d’atomes’. Nous montrons ensuite que si T 
inferieurement pseudocomplemente a II atomes, ceux-ci engendrent un treillis booleen 
2” isomorphe par Q, au treillis des inf-pseudocomplements de T: la congruence de 
Glivenko a 2” classes qui sont les intervalles [s, i] avec s supremum d’atomes et i = cps 
(ThCoremes 3.3 et 3.5). Nous CnonGons les resultats duaux pour les treillis 
superieurement pseudocomplCmentCs, qui font intervenir l’ouverture r/~ =f’ (ou f est 
l’application de sup-pseudocomplementation dans T) et les infima des coatomes du 
treillis (Theo&me 3.6). Enfin nous donnons plusieurs proprietes des treillis 
pseudocomplement& (Proposition 3.8) et des conditions necessaires et (ou) suffisantes 
pour qu’un Clement d’un tel treillis admette un complement (Proposition 3.9), ce qui 
prepare le dernier paragraphe. Celui ci est en effet consacre aux treillis 
(inferieurement) pseudocomplementes qui sont aussi complement&. Nous y donnons 
d’abord 8 caracterisations de ces treillis (Theo&me 4.2). d’oti l’on deduit l’importante 
consequence que pour un treillis complCmentC etre inferieurement 
pseudocomplemente est kquivalent a etre superieurement pseudocomplemente 
(Theo&me 4.3). Les resultats suivants donnent d’autres caracterisations des treillis 
complement& pseudocomplement& (Theoreme 4.5) et precisent leur structure 
(ThCorGme 4.6): en particulier pour ces treillis, (a) les inf-pseudocompltments ont 
exactement les infima de coatomes, tandis que les sup-pseudocomplements ont 
exactement les suprema d’atomes; (b) les deux congruences de Glivenko ‘avoir m&me 
inf-pseudocomplement et ‘avoir mCme sup-pseudocomplement sont &gales et iden- 
tiques a la congruence ‘avoir meme complement’; une classe de cette congruence II est 
un intervalle [s, i] oti s supremum d’atomes est le sup-pseudocomplement vi, tandis 
que i, infimum de coatomes, est l’inf-pseudocomplement qs; (c) la classe IZX de 
I’CIement x est I’intervahe [I& = V {atomes d x}, qx = A {coatomes 2 x}]. tandis que 
l’ensemble des complCments de x est la classe complementaire de IZX dans TlI7, soit 
[fx = V {atomes +x}, gx = A {coatomes+x}]. Les Figures 3 et 4 montrent deux 
exemples de ces rCsultats: on a represente les classes de la congruence de Glivenko 
pour le treillis des permutations S,, et pour le treillis des parenthesages T4. 
2. NOTATIONS ET PR~LIMINAIRES 
Dans ce texte T dCsigne toujours un treillis fini, dont l’ordre est note s et dont les 
opCrations d’infimum et supremum sont notees A et V; T a done un plus petit Clement 
Treillis pseudocomplementes finis 91 
not6 OT ou simplement 0, et un plus grand Clement note 1, ou 1. On note < la relation 
de couverture dans ce treillis: x < y si x < t < y implique t = x. 
Une fermeture Q, sur T est une application isotone (x my implique QX 6 QIY), 
extensive (x s cpx) et idempotente (q*x = QX) de T dans T. On appelle fermi tout 
Clement x de T tel que QX = x. On sait que l’ensemble F des fermes est un treillis, sous 
inf-demi-treillis de T, les operations AF et VF dans F Ctant donnees par x /jF_y = 
x Ay, x VFy = C&X Vy). Une correspondance de Galois entre deux treillis T et T’ est 
un couple d’applications g: T-+ T’, g’: T’-+ T, antitones (x my implique gx 2 gy) et 
telles que les applications cornpokes 91 = g’g et q’ = gg’ soient extensives; on sait alors 
que Q, et cp’ sont deux fermetures sur T et T’ definissant les deux treillis duaux de 
fermes qT et q’T’. On dit qu’une application g de T dans T est galoisienne si g est 
antitone et g2-extensive (i.e. x Sg’x, pour tout x de T); il resulte de cette definition 
que (g. g) est une correspondance de Galois. Une application h entre deux treillis T et 
T’ est un morphisme (de treillis) si h(x V y) = hx V hy et h(x /j y) = hx /j hy ; c’est un 
isomorphisme si elle est de plus bijective. Une application d de T dans T est une 
duulite si c’est un isomorphisme involutif (d’(x) =x) de T sur le dual de T. 
LEMME 2.1. Soit g une application galoisienne sur T ef q~ = g’. On a : 
(1) gj=g=gg)=Q)g, gy>xaySgx; 
(2) Q, est une fermeture sur T; F = qT = gT est un treillis, sous inf -demi-treillis de T. 
aI.Jec I,; = 1 = go; 
pour x. y E F, x$y=xAy xYL’=‘p(xVy) 
g X?Y =gxy, ( 1 g qY)=d)gY ( 
(3) pour x, y E T, 
la restriction de g au treillis F est une dualiti: 
~ourx,~~F, g ( xoy)=gxygy g(x yy) =gx$gy 
(4) gx =gYeVx = VY. 
Si de plus, pour tout x E T, gx /j qx = 0, on a: 
(5) gx = 1G g?x = 0e.x = 0 (i.e. IT0 = (0)); II1 = {x: qx = l} = {x: gx = 0); 
(6) pour tout x E T, rp(x Vgx) = 1; le treillis F est comple’mente, un complkment de 
x E F &ant gx. 
PREUVE. I”kmS ne montrons que les proprietes non evidentes ou non consequences 
immediates du fait que (g, g) est une correspondance de Galois (cf., par exemple, 
P, 61). 
(2) g0 = 1 puisque 0 S gl implique g0 2 q71 = 1. 
(3) g(xVy) t es un minorant de gx et gy, puisque x, y s x V y implique gx Agy zz 
g(x V y); si t est un minorant de gx et gy, on a gt majorant de qx V qy, done de x V y, 
d’ou I d qt cg(x Vy); done gx /jgy = g(x Vy); en utilisant cette relation (et g = 41’). 
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on obtient 
puis, 
Si x, y E F, 
g ( X\(Y) =gcpt~vY)=g(~vY)=gt~r\Y)=g~ +Y’ 
et 
gxygy =g(Vx&PY)=g(x/JY). 
(5) Si gxr\qx=O, gx=l~O=gx~~x=~xJx=Ojgx=gO=l; O=gl/j\cpl= 
gl, done gx = 0 est kquivalent 2 qx = 1. 
(6) Si gx A (px = 0, x VFgx = ~(x vgx) = (par (3)) g[gx A qx] = g0 = 1; et puisque 
si x = q.~x,  A gx = 0, gx est un complkment de x ClCment de F. 
Soit T un treillis (avec plus petit ClCment 0). On dit que x* est f’inf- 
pseudocornplkment de x s’il vkrifie la condition: 
pour tout t E T xl\t=oetsx,. 
Un ClCment t de T est un inf-semicomplt!ment de l’kkment x de T s’il vkrifie 
x/j t = 0; il est evident que l’ensemble des inf-semicomplkments de x est une partie 
commen~ante de T (partie contenant avec tout BlCment tous les kkments qui lui sont 
infdrieurs). Une section commengante de T est une partie commenGante de T formCe 
de tous les 4Cments inferieurs ou Cgaux B un ClCment z; on la note (z] (dualement, 
une section finissante est la partie, notke [z), formCe de tous les klkments supCrieurs ou 
Cgaux h z). On voit done que la dkfinition prkkdente d’un inf-pseudocomplCment 
revient & dire que la partie commenCante formCe par tous les inf-semicomplkments de 
x est la section commensante (x,]. 
Un treillis T est dit infkrieurement pseudocomplkmente’ (1. P. C.) si tout ClCment de T 
a un inf-pseudocomplkment. 
N.B. On appelle souvent p-algt?bre, l’algsbre (T; V, A, *, 0, 1) oi3 T est un treillis 
bornC infkieurement pseudocomplCmentC. 
La significative remarque suivante [6] est Cvidente: 
LEMME 2.2. Duns un treillis infkrieurement pseudocomplkmente’ l’upplicution g qui ci 
tout klt?ment x ussocie son inf -pseudocomplkment gx est guloisienne. 
11 rksulte notamment de ce lemme que l’application g2 est une fermeture. Duns la 
suite, nous utiliserons toujours la lettre g pour d&signer l’ophution d’inf- 
pseudocomplkmentution d’un treillis infgrieurement pseudocomplkmente’, et la lettre rp 
pour dksigner la fermeture g’. Avec ces notations, un certain nombre de rCsultats 
classiques sur les treillis infkrieurement pseudocomplCmentCs sont r&urn& dans le 
thCor&me suivant. 
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THI?OR~ME 2.3. Soit T un treillis inferieurement pseudocomple’mente. On a : 
(1) g3=g=g~=~g;gy~x~y~gx~x/\y=o. 
(2) cp est une fermeture sur T; l’ensemble F = VT = gT des inf -pseudocomplements est 
un treillis booleen, sous inf -demi-treillis de T, avec 0, = 0 et lF = 1: 
pour x, y inf -pseudocomplements, x 9 y = x /“\ y ; x yY =g[gxAggYl 
le complement darts F de l’inf -pseudocomplement x est gx. 
(3) g est un morphisme de T sur le dual de F et une dualite sur F: 
cp est un morphisme de T sur F qui preserve les congruences de T: 
Pjw/Y)=fPqPY =dgxAgYPdhY; ~(xAY)=vxA~Y=dpY. 
(4) L’equivalence II define sur T par xl7y si gx = gy ou (de fagon equivalente) si 
qx = qy est une congruence de treillis ; chaque classe llx de IZ est un intervalle de T dont 
le plus grand element est qx unique inf -pseudocomplement appartenant a cette classe; 
T/IT est un treillis de Boole isomorphe a F. 
(5) no = (0); II1 = {x: qx = l} = {x: gx = 0). 
(6) Pour tout x E T, ~(x V gx) = 1. 
(7) Pour tous x, y E T, x/jg(y) =x/jg(xAyy). 
(8) Pour tout t tel que @ = 1, t /\x = t/j y implique qx = py. 
PREUVE. Nous ne montrons que les proprietes non Cvidentes ou non consequences 
immediates du Lemme 2.1. 
(2) On a seulement a montrer que le treillis F est booleen, soit, puisqu’il est fini et 
complkmenk!, h montrer qu’il est uniquement complCment6; soient x, y E F avec 
x /\y = 0 (done y ~gx), et x VFy = g(gx l\gy) = 1; par le Lemme 2.1(5) on en deduit 
gx/jgy=O, soitgxGqy=y, i.e.y=gx, c.q.f.d. 
(3) Pour les egalites concernant g(x l\y), il suffit de montret g(x /jy) = g(x A qy); 
en effet on demontterait de faGon analogue g(x A y) = g(qx /j y) d’ou l’on deduit- 
compte tenu du Lemme 2.1(3)-les autres inegalites. On a g(x /‘j cpx) 6 g(x l\ y); pour 
montrer l’inegalite inverse, on montre l’egalite equivalente 2 = g(x /j y) /j x /j qY = 0: 
en effet z/jx=zS cpy; z/\(x/\y)=(z~x)l\,y=O implique zl\xCgy; d’oh 
zI\x~gyI\cpy=O; done zsgx, et puisque z~x, zaxAgx=O, soit z=O. On 
deduitaussideg(xAy)=g(qxAg7y), ~(x~Y)=(P(QI~/\Q?Y)=Q)x/\Q~~. 
(4) Puisque cp est un motphisme, II est une congruence SW T, et T/l7 un treillis 
isomorphe a F done booleen. 
(7) xA\y ~Y*g(xAY)~gY=$xAgY =xAg(xAY), 
xAY/Ig(xAY)=O~xxg(xAY)~gY~xAg(xAY)~x/\gY. 
(8) Si qt= 1 et tl\x=tl\y, rpx=~x~@=cp(x~t)=q$y/jt)=cpy/j~t=rpy. 
q 
REMARQUES. (1) En plus des proprietes consequences de ce que l’application g de 
pseudocomplementation est galoisienne, on note deux propriMs nouvelles impor- 
tantes: g verifie g(xr\y) = gxV,gy, ce qui entraine que la fermeture Q, conserve 
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I’operation d’infimum et est done un morphisme de T dans le treilhs F‘ des 
inf-pseudocomplements; celui ci est booleen. 
(2) Toutes les proprietes du theoreme sont vraies pour des treillis inferieurement 
pseudocomplCmentCs quelconques et ont et6 generalement etablies dans ce cadre. 
Ainsi le fait que le treillis des inf-pseudocomplements est booleen montre d’abord par 
Glivenko [20] pour les treillis complets infiniment /l\-distributifs, a CtC ensuite etendu 
par Frink [19] au cas d’un treillis (et meme d‘un inf-demi-treillis) inferieurement 
pseudocomplemente quelconque. La demonstration de Frink utilise une axiomatique 
tres concise des treillis booleens. Une autre demonstration due a Gratzer [23] repose 
sur une preuve direct du fait que le treillis complement6 F est distributif. La propriete 
(7) est due a Balbes et Horn [3], qui l’utilisent pour une caracterisation equationnelle 
des treillis inferieurement pseudocomplementes. 
(3) La congruence II de (4) est souvent appelee congruence de Glivenko; c’est ce 
que nous ferons dans la suite. 
EXEMPLES. (1) Tout treillis distributif (fini) T est inferieurement 
pseudocomplemente avec gx = v {t E T: x A t = 0) ; il est aussi superieurement 
pseudocomplemente. 
(2) Tout treillis localement suptfrieurement distributif (fini) T est inferieurement 
pseudocomplemente. Ces treillis introduits par Dilworth [ll] peuvent Ctre definis de 
multiples man&es (cf. a ce sujet [34]), et par exemple, par le fait que pour tout 
Clement x d’un tel treillis, l’intervalle [x, x+1, ou X+ denote le supremum des elements 
couvrant X, est un treillis booleen. C’est le cas du treillis de la Figure 1 dont on 
verifiera qu’il est inferieurement pseudocomplemente mais non superieurement 
pseudocomplemente. Dualement les treillis locafement inf&ieurement distributifs (finis) 
sont superieurement pseudocomplCmentCs. On indiquera au paragraphe suivant pour- 
quoi les treillis localement superieurement distributifs sont inferieurement 
pseudocomplementes. 
(3) Comme on l’a signal6 dans I’introduction, les treillis definis par l’ordre faible de 
Bruhat sur un groupe de Coxeter et notamment le treillis des permutations (ou treillis 
permuto&dre) ainsi que les treillis de parenthbages sont pseudocomplementes et 
complementes. 
(4) La Figure 2 montre deux autres exemples de treillis inferieurement 
pseudocomplementes; celui de la Figure 2(a) est aussi superieurement 
pseudocomplemente, mais il n’est pas complemente; celui de la Figure 2(b) est 
pseudocomplemente t complemente. 
e = ga = gc 
FIGURE 1. Treillis infkieurement pseudocompltment6. 
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(a) (b) 
FIGURE 2. (a) Treiliis pseudocomplCment6; (b) treillis complCmentC pseudocompl6ment6 
TH~OR~ME 2.4. Pour un treillis T infe’rieurement pseudocomplkmente’, les trois 
premitres proprie’tks suivantes sont e’quivalentes et impliquent la quatri&me. Si T est de 
plus distributif, les quatre propri&s sont t!quivalentes : 
(1) pourtousx,yET, g(xAy)=gxvgy; 
(2) pour tous x, y E T, q(x Vy> = w V qy; 
(3) le treillis booken F des inf -pseudocomple’ments est un sous-treillis de T: 
(4) pourtoutxET,gxVqx=l. 
PREIJVE. (1) implique (2) provient de ce que CJJ(X V y) = g[gx Agy]; on a (2) 
implique (3) puisque cp est alors un morphisme de T dans T, et (3) implique (1) car 
g(x A y) est toujours Cgal B gx vFgy. Enfin (2) implique (4) puisque d’aprbs le (6) du 
ThCor&me 2.3, 1 = ~(x V gx) = q~x V gx. Si maintenant T est distributif, montrons que 
(4) implique (l), i.e. que tAxl\y=O ssi tsgxvgy; (gxVgy)A(x/\y)= 
(gxAxAY)v(gYAxAY)=O; si tl\xAy=Oon a t/jyGgx, d’oti t/\y/\qx=O, 
ettAqxcgy; t=tA<gxVQlx)=(t~gx)V(t/\~~)~gxVgy. 0 
REMARQUE. L’Cquivalence entre les quatre conditions du thCor&me dans le cas d’un 
treillis distributif infkrieurement pseudocomplCmentC quelconque est due A Frink 
[19]et permet de caractkriser de plusieurs fagons les treillis de Stone. Dans le cas non 
distributif, l’exemple de la Figure 2(b) montre que la condition (4) n’implique pas les 
autres. 
PROPOSITION 2.5. (1) Le produit direct de deux treillis infkrieurement 
pseudocomplkmentks est infkrieurement pseudocomplkmente’. 
(2) Soit x # 0 klkment de T infhieurement pseudocomplkmente’ et T’ un treillis 
quelconque; le treillis obtenu en substituant T’ ci x est infkrieurement 
pseudocomplt!mente’. 
PREUVE. (1) 11 suffit de vCrifier que si gI et g, sont les applications de 
pseudocompkmentation dans TI et G, [gl(x), gz(y)] est l’inf-pseudocompl6ment de 
(x, y) dans TI x Tz. 
(2) 11 suffit de verifier que dans le treillis obtenu par substitution de T’ 5 x, 
g(t) =g(x) pour tout ClCment de T’, et g(t) = lT, pour tout ClCment t de T - {x}, tel 
que g(t) =x. 0 
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REMARQUE. On notera que les p-algebres (T; V, A, *, 0, 1) associees aux treillis 
born& inferieurement pseudocomplementes formant une classe equationnelje (cf., par 
exemple, (23]), les sous-algebres, les images homomorphes et le produit direct d’un 
nombre quelconque de telles algebres sont des p-algebres. 
3. INF-PSEUDOCOMPL~~MENTS ET ATOMES 
Un a&me du treillis Test un Clement a couvrant 0. On note A(T) ou simplement A, 
l’ensemble des atomes de T. Pour x E T, on note A(x) l’ensemble des atomes de T 
inferieurs ou Cgaux a x, et A’(x) = A - A(x) l’ensemble des atomes de T non inferieurs 
ou egaux a x; A(x) n’est vide que pour x Cgal a 0. Si g est une application on note g(X) 
l’ensemble {gx, x E X}. 
THI~OR~ME 3.3. Pour un treillis T les deux conditions suivantes sont kquivalentes: 
(a) T est infkrieurement pseudocomplkmente’ (I. P. C.). 
(b) Tout atome a de T a un inf -pseudocomplkment ga. 
Elles entrainent les propriMs suivantes : 
pour tout x E T, 
(c) gx = A g[A(x)l = glv A(x)19 
(4 cpx = cp[V A(x)I = A (&%~)I)~ 
(e) A(x) = NW); 
pour tous x, y E T 
(f) gx =gyeqx = cpyeA(x) =A(Y). 
PREUVE. (a) implique (b) est evident; pour montrer que (b) implique (a) on va 
montrer que si tout atome a de T admet un inf-pseudocomplement ga, pour tout x de 
T, t = A {ga, u E A(x)} est l’inf-pseudocomplement de x. 
Si t Ax > 0 il existe a0 E A(x) tel que t 2 t/‘/x 2 a,, > 0, d’ou ga, 3 t 2 ao, ce qui est 
impossible; done t/j x = 0. 
Si z Ax = 0, pour tout a E A(x), a A z = 0, z c ga et z est un minorant de 
t=/j(ga,aEA(x)}. 
Si T est I.P.C., la demonstration precedente montre que (c) gx = /jg[A(x)] et la 
formule (d) resulte alors de l’egalite g(x V y) = gx Agy. De (c) on deduit aussi 
A(x) =A(y) implique gx =gy; de plus si gx =gy et A(x) #A(y), il existe, par 
exemple, a E A(x) -A(y); done a A y = 0, a sgy = gx, ce qui entraine a <x Agx, 
une contradiction. On a done bien montre que la congruence de Glivenko dtfinie par 
gx =gy ou qx = qy est aussi definie par A(x) = A(y). On deduit de ce resultat 
l’identite (e). cl 
Le theoreme precedent donne un critere simple de reconnaissance des treillis 
inferieurement pseudocomplementb; il suffit de verifier que tout atome a, a un 
inf-pseudocomplement, i.e. que l’ensemble des elements non superieurs ou Cgaux a a, 
a un plus grand Clement. On voit aussi qu’on peut caracteriser les treillis T 
inferieurement pseudocomplementes (finis) comme les treillis pour lesquels 2 tout 
atome a, correspond une partition de T en une section jinlssante [a), formee des 
Clelemts superieurs ou Cgaux a a, et une section commenpnte (t] formee des elements 
non suptrieurs ou Cgaux a a ; en fait t = ga, i.e. T = [a) + (gal (oh + dtsigne l’union 
disjointe). 
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On peut en particulier utiliser ce critere pour montrer que les treillis superieurement 
localement distributifs sont inferieurement pseudocomplementes, puisqu’on deduit 
immediatement de resultats d’Avann ou de Crapo (cf. [34]) que dans un tel treillis Ton 
a bien les partitions ci-dessus (dans ce cas ga est aussi l’unique Clement inf-irreductible 
de T non superieur ou Cgal B a, et le plus grand Clement de l’ensemble des x de T non 
superieurs ou Cgaux a a). 
LEMME 3.4. Soit T un treillis fini, A v l’ensemble des elements de T obtenus comme 
supremum d’une partie (e’ventuellement vide) de l’ensemble A des atomes de T. Les 
deux conditions suivantes sont equivalentes et impliquent que AV est un treillis boo&en 
sous sup-demi-treillis de T: 
(I) Pour tous X, Y E A, V X = V Y 3 X = Y (i.e. tow les suprema d’ensembles 
distincts d’atomes de T sont distincts). 
(2) PourtousX, Y&A, VX~VYJXE.Y. 
PREIJVE. (1) implique (2) car si (V X) V (V Y) = V (X U Y) = V Y, on a X U Y = 
Y; (2) implique (l), puisque si V X = V Y on a X c_ Y et Y G X. Dans un treillis T 
quelconque, il est clair que A” est un sous sup-demi-treillis de T, contenant 0 = V 63, 
done un treillis; ce treillis est complement6 puisque V (A - X) est le complement de 
V X. Dans ce treillis, si (2) est v&if% (V X) A (V Y) = V (X n Y): en effet 
V(XflY)G(VX)A(VY) et VZS(VX)A(VY) implique .z~xnY. 
L’infimum dans A” de V X et V Y est done V (X n Y). I1 en resulte que A’/ est 
distributif et done booken. ‘I: 
TH~OR~ME 3.5. Soit T treillis infe’rieurement pseudocomplemente: 
(a) Le treillis A v d es supremum d’atomes de T est un treillis booleen, ,sous 
sup-demi-treillis de T et contenant 0. 
(b) La restriction de l’application g (respectivement cp) ti Av est un anti-isomorphisme 
(respectivement un isomorphisme) entre Av et le treillis booleen F des in,f- 
pseudocomplements de T; on a A&x) =A“(x), et gx = q[V A’(x)]. 
(c) Les classes de la congruence de Glivenko Ll de T sont les 21A’ intervalles 
]V X9 Q7(V WI. ok X est une partie quelconque de l’ensemble A des atomes de T. On 
a: 
n(x) = [v 4x1, dv A(x fl(@) = [v A”(x), (p<v A’(x))]. 
PREUVE. (a) D’apres le Lemme 3.4, il suffit de montrer que si X et Y sont deux 
sous-ensembles distincts d’atomes de T, VX est differente de V Y. Or si, par exemple, 
il existe a E X - Y avec V X = V Y on a a G V Y; mais puisque pour tout c E Y. 
a A c = 0, on obtient a 6 V Y s ga, ce qui est impossible. 
(b) Considerons d’abord la restriction du morphisme Q, 2 AV; son image est F 
puisque si x E F, x = q(x) = q[v A(x)]; e 11 e est injective, puisque si x = V X, y = V Y 
et qx = rpy, on a X = A(x) = A(y) = Y; c’est done un isomorphisme de Av sur F. On 
en deduit que la restriction de g a A” est aussi une bijection de A” sur F; elle verifie 
g(xVy)=gx/\gy; de plus pour x=VX, y=VY, on sait que A(x/jy)= 
A(x/j\,vy) =X n Y; done g(x r\Avy) =g(x/\y) =gxv.gy; done g est un anti- 
isomorphisme de Av sur F; soit x E T: A(x) n A’(x) = 0 implique x A (V A’(x)) = 0, 
VA=(x)cgx; mais A&x) G A’(x) implique V A(gx) c V A’(x), d’ou finalement 
cp[V A(gx)] = q[V A’(x)] = gx, et aussi A(gx) = A”(x). 
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(c) est evident puisque si V X =x c t G q)[V A] = Q~X, on a cpr = VA-, et si t 
n’appartient pas a cet intervalle, on a A(t) #A(x), done x et I ne sont pas equivalents. 
Cl 
REMARQUE. Le Theo&me 3.5 peut etre utilise pour montrer le resultat fondamen- 
tal du Theoreme 2.3, a savoir que l’ensemble F des inf-pseudocomplements est un 
treillis booleen sous-inf-demi-treillis de T (cf. [S]). 
Ces resultats sur les treillis inferieurement pseudocomplementes se transposent par 
dualite aux treillis superieurement pseudocomplementes (S. P. C.), i.e. aux treillis T 
pour lesquels pour tout x E T, il existe un Clement x* tel que x V t = 1 ssi x* d t; x* est 
appele le sup-pseudocomplement de x. Dans la suite nous noterons toujours f 
l’application de sup-pseudocomplementation dans T, et v = f2 l’ouverture correspon- 
dante dans T: q(x) est le plus grand sup-pseudocomplement inferieur ou Cgal a x. 
Nous notons C l’ensemble des coatomes de T (i.e. des elements c couverts part 1). 
C(x) l’ensemble des coatomes superieurs ou Cgaux a x, C(x) l’ensemble des coatomes 
non superieurs ou Cgaux a x. 
Nous Cnoncons pour les treillis superieurement pseudocomplementes un resultat 
synthetisant les thtoremes duaux des Theoremes 2.3 et 3.5. Ce resultat nous sera utile 
dans le paragraphe suivant. 
TH~ORBME 3.6. Soit T un treillis superieurement pseudocomplemente. On a : 
(1) f” =f =fV = lctf; fx = VfKT41; w = WI C(x)1 = v (f[C(fx)l. 
(2) L’ensemble 0 = VT = fl des sup-pseudocomplements et l’ensemble CA des inJma 
de coatomes de T sont deux treillis boot&ens isomorphes (respectivement duaux) par la 
restriction de l’application f (respectivement v) a 0. On a: 
pourx, Y E 0, x/J Y =f [fx VfvL xVy=xVy; o 
pourx = AX, y=/\YECA, xcbY=xAY, xc~Y=MXnY); 
pour x E T, C(fx) = CC(x), fx = V]A C(x)]. 
(3) f est un morphisme de T dans le dual de 0: 
f(xAy)=fxVfy =fx KfY 
f(xVr)=fxbfu =f]wxVYl=f]xV1C?vl=f]VxV~Yl~ 
1~, est un morphisme de T dans 0, preservant les congruences de 0: 
@(x/\y) = Vx /J WY =f[fxVfvL W(~VY)=wvVliry=wpY. 
(4) L’equivalence II’ define par xL7’y si fx = fy ou si IQX = vy ou ssi C(x) = C(y) est une 
congruence, dont les classes sont les 2“” intervalles [A X, $I(A X], X partie quelconque 
de l’ensemble des coatomes de T; IT’x = [+(A C(x)), A C(x)], IT’(fx) = 
[I/I(A C’(x)), A Cc(x)]; T/II’ est un treillis boolken isomorphe ri 0. 
(5) n’l={1};n’o={x=~x=o}={x=fx=1}. 
(6) Pour tout x E T, @(x // fx) = 0. 
(7) Pour tout x, y E T, xv fy =x V f (x A y). 
(8) Pour tout t tel que qt = 0, t V x = t V y implique I/J\: = qy, 
Treillis pseudocomplkmenth finis 09 
Nous dirons qu’un treillis T est pseudocomplt!mente' s’il est 2 la fois infkrieurement et 
suptrieurement pseudocomplCmentC. (Attention! Dans la litterature sur les treillis, 
pseudocompl6mente signifie gCnCralement inferieurement pseudocompICment6, et 
pseudocomplCmCntC en notre sens est parfois appelC ‘doublement 
pseudocompltmentC’). L’exemple de la Figure 2(a) montre que pour un tel treillis les 
quatre treillis boolCens F, A “, 0, CA sont en g&&al distincts, de mEme que les deux 
congruences de Glivenko II et II’. 
LEMME 3.7. Soit x e’lhent de T treillis quelconque; on pose f’x = VA’(x) et 
g’x = A C’(x). Si T esl un treillis infkrieurement pseudocomplt?mentt!‘. on a: 
(a) f’x 4 gx; 
(b) x,//y = 1 implique y af’x; 
(c) cp(x Vf’x) = 1; 
(d) A(f ‘x) = A(gx) = A’(x); 
(e) gx = g’x implique g[A(x)] E C. 
Si T est un treillis supe’rieurement pseudocomplkmentk, OF1 a : 
(a’) g’x 2 fx; 
(b’) x Ay = 0 implique y <g’x; 
(c’) yt(x /Ig’x) = 0; 
(d’) (‘(g’x) = C(fx) = c’(x); 
(e’) ~5 = f ‘x implique f [C(x)] G A. 
PREUVE. (a) D’apr& le ThCori?me 3.5(b) on A’(x) = A(gx), done f ‘x 4 gx. 
(b) Soit x, y avec xvy = 1; si f’x #y, on a A’(x) #A(y) (car sinon. f’x = 
v A’(x) d v A(y) sy); d one il existe un atome a de T avec a #x et a $ y ; on en 
d~duita~x=a~y=O,x~ga,y~ga,x~y~ga<lcequiestimpossible. 
(c) evident. puisquexVf’x>VA. 
(d) D’apr& le ThCorisme 3.5(c), la classe de congruence de gx est [f ‘x, gx] d’oti 
A( f ‘x) = A(gx), cet ensemble Cgalant A’(x) d’apres le Theorkme 3.5(b). 
(e) Si g[A(x)J $ C, il existe un atome a c x tel que ga $ C; puisque ga 2 gx, il existe 
un coatome c avec c > ga 2 gx; de plus c > ga implique c /‘j a > 0, done c > a (c = a est 
impossible, puisqu’on aurait alors a >ga). Soit c’ un coatome quelconque de c’(x), 
done c’ Zgx; on ac/jc’>gx; c’=a est impossible (puisque c>a); si a/jc’=O on a 
c’ <ga < c, ce qui est impossible; done a cc’. Comme ceci est vrai pour tous les 
coatomes de C’(x), on a a 6 r\ C’(x) = gx aga, ce qui est impossible. 
On dCmontre dualement les assertions duales. cl 
PROPOSITION 3.8. Soit x Ument de T treillis pseudocomplkmente’, ir n atomes et p 
coatomes; f ‘x = v A’(x), g’x = A Cc(x). On a: 
(a) x Vy = 1 implique y 3 f ‘x; 
(b) xl\y=O impliquey Gg’x; 
(c) f ‘x <gxl\fx, g’x2gxVfx; 
(d) C’(x) = g(A(x)] Ggx = g’x 3 C(gx) = C(g’x) G C(gx) = C(x)e C(gx) 
= C(fx)eIC(x)l + IC(gx)j =p;A’(x)=f[C(x)]@fx =f’x+A(fx) 
=A(f’x)GA(fx) =A’(x)eA(fx) =A(gx)e[A(x)} + IA(fx)J =n. 
PRHJVE. Les propri&& (a), (b) et (c) sont des consequences immCdiates du lemme 
prCcCdent. Montrons les relations (d) concernant g et g’ (celles concernant f et f’ se 
dCmontrant dualement). La premi&re Cquivalence provient de 1’CgalitC gx = /j g[A(x)] 
et du Lemme 3.7(e) puisque dans un treillis S.P.C. les infima de coatomes sont tous 
distincts; la deuxieme implication est Cvidente ainsi que les deux equivalences uivantes 
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(compte tenu du Lemme 3.7(d)); C(gx) = C’(x) implique l’egalite (C(x)1 + iC(gx)l =p: 
inversement, puisque gx C g’x implique C(gx) 1 C(g’x) = Cc(x), cette egalite implique 
C(gx) = cc(x). n 
REMARQUE. Darts un treillis I.P.C., mais non S.P.C.. on peut avoir g’x <gx. 
PROPOSITION 3.9. Soit x element de T treillis pseudocomplemente; la condition (1) 
suivante est equivalente a l’ensemble des deux conditions (2) et (3); chacune de ces 
conditions implique les conditions (4), (5) et (6), ces trots dernieres conditions &ant 
equivalentes : 
(1) WV) = fl’(f-fx); 
(2) gx = /j CC(x) (= g’x); 
(3) fx = v A’(x) (=f’x); 
(4) fx sgx; 
(5) x admet un complement dans T; 
(6) II n W(fx) # 0. 
PREUVE. (1) e (2) + (3); immediat, puisque II = [f’x, gx] et II’ = [fx, g’x]. 
(2) + (4); si gx = A C(x) = g’(x), on a d’apres le Lemme 3.7 fx 6 g’x = gx. 
(3) 3 (4): demonstration duale de la precedente. 
(4)e(5); si fx <gx tout Clement de l’intervalle [fx, gx] est evidemment un 
complement de x; inversement si x admet un complement y, on a fx <y c gx. 
(4)e(6) sifx -g < x, on a f’x <fx <gx sg’x, doncfx appartient a [f’x, gx], qui d’apres 
le Theo&me 3.5(c), est la classe convexe de gx dans II (et de m&me gx appartient a 
[fx, g’x] classe convexe de fx dans II’). Enfin si y E IT(gx) f~ II’@), on a fx 6 y s gx. 
0 
REMARQUE. Le fait que x admette un complement n’implique pas necessairement 
que fx =f’x ou que gx = g’x (cf., par exemple, 1’ClCment x de la Figure 2(a)). 
4. TREiLLiS COMPL~~MENT~~S PSEUDOCOMPL~MENT~~S 
Nous appelons treillis compfemente’ pseudocompfemente’ (C. P. C. ) un treillis 
complemente qui est soit inferieurement pseudocomplemente, soit superieurement 
pseudocomplemente; la raison pour donner le mCme nom a ces deux sortes de treillis 
est que nous allons en fait montrer qu’ils sont identiques: un treillis complemend est 
inferieurement pseudocomplemente ssi il est superieurement pseudocompltmente et 
done ssi il est pseudocomplemente. Ce resultat va Ctre une consequence simple de 
plusieurs caracterisations des treillis inferieurement pseudocomplementes qui sont 
complement&, Cnonctes dans le Theo&me 4.2 suivant. Nous detaillerons ensuite un 
certain nombre de consequences sur la structure des treillis C.P.C., dont la plus 
importante est que les deux congruences de Glivenko y sont identiques. 
LEMME 4.1. Dans un treilhs inferieurement pseudocomplemente, i’apphcation g est 
injective sur [‘ensemble A des atomes, gA est une antichake, et gx coatome implique 
IA(x)1 = 1. 
PREUVE . Rappelons qu’une antichaine dans un ensemble ordonne est un sous- 
ensemble d’tlements deux a deux incomparables. Soient x, y elements de T, distincts 
de 0 et tels que x /j y = 0; on a done x sgy, y sgx et par suite gy +gx et gx +gy, i.e. 
gx et gy incomparables. Ce resultat applique a l’ensemble A des atomes donne les deux 
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premi&res assertions du lemme. Soit x tel que gx = /\ g[A(x)] est le coatome c; alors 
pour tout atome a GX, ga = c, et done, g &ant injective, a est unique. 
TH~OR~ME 4.2. Soit T un treillis infkrieurement pseudocomplkmente’, A 
(respectivement C) I’ensemble de ses atomes (respectivement coatomes); Zes proprit%?s 
suiuantes sont kquivalentes: 
(1) Test complkmente’; 
(2) q_x = 1 ex = 1 (i.e. I71 = { 1)); 
(3) gx=O=x=l; 
(4) A(x)=A@x = 1; 
(5) VA = 1; 
(6) g(A) = C; 
(7) g est une bijection de A sur C; 
(8) v est &gal ci l'identite' sur C; 
(9) T est strictement infkrieurement semicomplkmente’ (i.e. pour tout x # 1 il existe y # 0 
tel que x I\ y = 0). 
PREUVE. (1) 3 (2); supposons qu’il existe x < 1 avec qx = 1, done gx = 0; x a done 
pour compkment z&o, ce qui est impossible. 
(2) + (3) Cvident, puisque (px = 1 ssi gx = 0. 
(3) + (4) si A(x) = A, on a g(x) = g[v A(x)] = g[v A] = gl (car 1 et VA ont m?me 
inf-pseudocomplkment) = 0; d’oti x = 1. 
(4) + (5) evident, puisque A(V A) = A. 
(5)+(6) M on rons d’abord que l’image ga d’un atome a est un coatome; sinon il t 
existe un coatome c tel que ga < c, done a A c > 0 et c 2 a; mais, d’apks le Thdorkme 
3.5(b), ga = Y[V (A -a)]; on en dCduit que 1 = V A G c, ce qui est absurde; montrons 
maintenant que tout coatome c est image d’un atome: d’aprks (5) il existe au moins un 
atomeade Ttelquea$c;doncar\c=O, csgaetc=ga. 
(6) j (7) evident, puisque d’apres le Lemme 4.1 g est injective sur A. 
(7) + (8) evident, puisque tout coatome c est de la forme ga (qc = cpga = ga = c). 
(8)+ (9). Montrons que si x $1, gx est un inf-pseudocompkment strict de x, i.e. 
que gx > 0; en effet gx = 0 implique qx = 1; mais pour c E C(x) on aurait alors 
c=qca qx = 1, ce qui est impossible. 
(9) 3 (1). Montrons que pour tout x de T, gx est un complkment de x; on a 
cp(x vgx) = 1 (Lemme 2.1(6)), d one g(x Vgx) = 0; si x Vgx < 1, cet &?ment n’admet 
pas d’inf-semicomplkment strict, ce qui est impossible. 0 
REMARQUES. (1) L' ‘q e uivalence des conditions (1) et (9) est due 5 Varlet [43]. 
(2) Une des caractkrisations ci-dessus des treillis I.P.C. qui sont compEmentCs est 
que le supremum de l’ensemble de ses atomes est I’Clkment 1. Cette meme condition 
caracterise aussi les treillis semi modulaires infkieurement qui sont complCmentCs (cf., 
par exemple, [l]). 
(3) I1 existe Cvidemment un theor&me dual caractkisant les treillis S.P.C. qui sont 
complCmentCs; ce sont notamment ceux pour lesquels A C = 0, ou (et) I7’O = {O) , ou 
(et) tout atome est le sup-pseudocomplkment d’un coatome. 
TH~OR~ME 4.3. Pour T treiitis compfkmente’, les trois propri&% suivantes sont 
f?quivalentes: 
(I ) T est infkrieurement pseudocomplkmente’; 
(2) T est suphieurement pseudocomplt?mentk; 
(3 f T est pseudocomplt!ment& 
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PREUVE. II suffit 
T treillis 
complemente et inferieurement pseudocompltmente. Pour x E T on va montrer que 
f’x = VA’(x) est le sup-pseudocomplement de x. On a [VA(x)] I/ [V A’(x)] = 
VA = 1 (d’apres le Theoreme 4.2(5)) ~xvf’x; done x Vf’x = 1. D’autre part le 
Lemme 3.7 montre que x Vy = 1 implique y Zf’x. 0 
COROLLA~RE 4.4. Dans un treillis complt?mente’ pseudocompl&mente’, Li rl atomes et p 
coatomes, on a: 
gx = /j c’(x) = /j C(gx) = /j C(fx) w = A C(x) 
fx = v A”(x) = v A(fx) = // A(gx) ~x=vA(x) 
K(x)1 + IC(gx)l = P = IA( + IA( = IA( + I’%)l = n 
L’ensemble des complkments de x est l’intervalle [fx, gx]; gx = gy ssi fx = fy (i.e. les 
deux congruences de Glivenko sont identiques). 
PREUVE. La demonstration du Theo&me 4.3 a montre que fx = f ‘x; done d’apres la 
Proposition 3.8(d) fx = VA’(x) = V A(fx) = V A(gx) et +x =f[fx] = V A(x). On a 
les proprietes duales pour g et 9~ L’tgalite ]C(x)] + ]C(gx)] =p = IA(x)/ + IA( = n 
provient d’une part de la Proposition 3.8(d), d’autre part du fait que dans un treillis 
complemente (inferieurement)pseudocomplementC les nombres d’atomes et de 
coatomes sont egaux (Theoreme 4.2(7)). Puisque fx = f ‘x, le Lemme 3.7(a) montre 
que fx &ant <gx est un complement de x, et le Lemme 3.7(b) qu’il est un complement 
minimum; dualement gx = /j C’(x) est un complement maximum de x; comme tout 
Clement de l’intervalle, non vide, [fx, gx] est clairement un complement de x, on en 
deduit le resultat annonce sur cet intervalle. 
On a fx = VA’(x) =fy = VA’(y) equivalent (T Ctant I.P.C.) a A’(x) =A’(y), 
equivalent a A(x) = A(y), C q uivalent (d’apres le Theoreme 3.3(f)) a gx = gy. 17 
THI?OR~ME 4.5. Soit T treillis pseudocomplt!mente’ & n atomes et p coatones; les 
propriMs suivantes sont t?quivalentes: 
(1) T est compl~mente’. 
(2) Pour tout x de T, gx = r\ C(x) =g’x (ou C(x) = g[A(x)], ou c’(x) = C(gx), ou 
C(fx) = C(gx), ou IG)l + IC@)l = P). 
(3) Pour tout x de T, fx = VA’(x) =f’x (ou A”(x) =f[C(x)], ou A”(x) =A(fx) ou 
A(fx) = A(gx), ou IA(x)1 + IA( = n). 
(4) Pour tout x de T, fx ~gx. 
(5) Pour tout x de T, II = II’( 
(6) Pour tout x de T, f7x = Wx (i.e. les deux congruences de Glivenko sont identiques). 
(7) no = II’0 (ou 171= Wl). 
PREUVE. Remarquons d’abord que l’equivalence des differentes conditions 
&on&es dans (2) et (3) provient de la Proposition 3.8. Le Corollaire 4.4 montre que 
(1) implique (2), (3), (6) et (5) p uis q ue alors n(gx) = [f’x, gx] = [fx, gx] = [fx. g’x] = 
n’(fx). La Proposition 3.9 montre que (1) est equivalent a (4) et est implique par (2), 
(3) ou (5). On a Cvidemment (6) implique (7); et (7) implique (1) puisque, par 
exemple, fll = n’l = (1) est une condition suffisante (Theoreme 4.2(2)) pour que T 
soit complemente. 0 
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Le thkorbme suivant reprend l’ensemble de nos rksultats sur la structure des treillis 
complCmentCs pseudocomplkmentks. 
THBOREME 4.6. Soit T un treillis complemente pseudocomplemente, g 
(respectivement f) l’application d’inf -pseudocomplementation (respectivement sup- 
pseudocomplementation), Q, = g2, ‘1’ = f 2, A (respectivement C) l’ensemble des atomes 
(respectivement coatomes) de T. On a: 
(I) f =f’=fil)=$rf =qrg=frp?q=g3=gq,=qg=cpf =gjJ, 
VJ=fg=wcq=gf =VJllr, 
gx = A C(x) = g[v 4x)1, fx = V A’(x) =f [A C(x)], 
c’(x) = C(gx) = C(fx) = g[A(x)], A’(x) = A(fx) = A(gx) =f [C(x)], 
cpx = A C(x) = q]v A(x)], llrx = VA(x) = V[A W)l. 
(2) L’ensemble F = gT = cpT des inf -pseudocomplements @ale l’ensemble CA des 
irrfima de coatomes; c’est un treillis booleen, sous inf -demi-treillis de T, avev OF = 0 et 
lF = 1: soient x = /j X, y = A Y (avec X et Y G C) deux inf -pseudocomplements. On 
a: 
x/JY=x/\Y=/UXw ~yY=&FA~Yl=/ww 
gA=C=qC, fC=A = I/IA. 
L’ensemble 0 = fr = I/IT des sup-pseudocomplements &gale l’ensemble AV des suprema 
d’atomes; c’est un treillis boo&en, sous sup-demi-treillis de T avec 0, = 0 et lo = 1; 
soient x = V X et y = V Y ( avec X et Y c A) deux sup-pseudocomplements. On a 
x~Y=xvY=v(Xw x/JY=f]fxVfYl=V(XnY). 
La restriction de g (resp. f ) a F (resp. 0) est la complementation dans ce treillis booleen ; 
les restrictions de f a F et g a 0 sont deux dualit& (antiisomorphtkmes involutifs) 
inverses entre les treillis F et 0; les restrictions de q a F et rp h 0 sont deux 
isomorphismes inverses entre les treillis F et 0. 
(3) g (resp. f) es une morphisme de T dans le dual de F (resp. 0): t 
g(xVy)=gxkgY =gx $gY f(xA\Y) =fxVfy =fx Kfx 
6(rl\Y)=g[pix~~Yl=gx~gY f(xVy) =f]VxV VYI =fx /JfY 
cp (resp. $r) est un morphisme de T dans F (resp. 0) conservant les congruences de T: 
V(xllY)=rpx/IgrY=V/j~Y Y(x/IY)=f]fxVfYl=Vx~~Y 
w(-wY)=&xAgYl= 97x y rpY w(~vY)=wvVY=wyPY 
(4) Pour x, y E T, on a: 
= C(YWA C(x) = A C(y)e]fx, @I = UY? gYl=[w cpxl= IVY, VYI. 
La relation define sur T par ces conditions est une congruence IZ dont les classes I& sont 
les 2” intervalles [VA(x), /j C(x)], avec n = IAl = 1 C). T/TI est un treillis booleen 
lsomorphe (resp. dual) a 0 et ii F par g et f (resp. cp et q); si on note * l’operation de 
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FIGURE 3. Les classes de Glivenko du treillis des parenthbages T,. 
complkmentation dans T/II, on a, pour x E T, 
gx = max[(ILx)*] fx = min[(Z&)*], 
TX = max[Hx] qx = min[I&], 
{complkments de x} = (17x)* = [fx, gx]. 
(5) IZl={l}=VA, IIO={O}=/\C. 
Les Figures 3 et 4 ci-dessous illustrent certains de nos resultats en montrant les 
classes de la congruence de Glivenko pour deux treillis complementes 
pseudocomplementes; on peut en particulier verifier qu’elles s’obtiennent a partir des 
atomes et coatomes. La Figure 3 montre le cas du treillis des parenthesages T4; la 
Figure 4 montre le cas du treillis S, des permutations d’un ensemble a quatre elements. 
REMARQUES. (1) Le fait qu’un treillis soit complemente pseudocomplemente 
n’implique pas que les deux treillis F et 0 de pseudocomplements soient des 
sous-treillis (cf., par exemple le treillis de la Figure 2(b)). Par contre cette propriete est 
vraie pour le treillis des permutations et plus generalement pour les treillis dtfinis par 
l’ordre faible de Bruhat sur un groupe de Coxeter [29]. 
1432 
341 
FIGURE 4. Les classes de Glivenko du treillis des permutations S,. 
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(2) Les treillis complCmentCs pseudocomplCmentCs non boo&ens (finis) ne sont pas 
semimodulaires puisque Reeg et Weis [36], Theorbme 6.5.4) ont montrC qu’un treillis 
(de longueur finie) superieurement semimodulaire, complCmente et 
pseudocomplCment6 est boolCen (dans le cas particulier des treillis supkrieurement 
localement distributifs, ce resultat est dO B Dilworth [ll], Theorem 21). 11s ne v&ifient 
pas non plus la condition gx = gy et fx = fy impliquent x = y (pour tout x et y), puisque 
Katrinak [26] a montre qu’un treillis pseudocomplementC quelconque vCrifiant cette 
condition est distributif et relativement complCment6 (cf. aussi (441). 
NOTE. En 1963 Guilbaud et Rosenstiehl montrent qu’un certain ordre defini sur 
l’ensemble des ordres totaux d’un ensemble fini ti n &Zments--ou de faGon kquivalente 
sur l’ensemble S, des permutations de cet ensemble-est un treillis. Ce resultat 
apparait aussi ulterieurement dans le contexte de la thCorie des statistiques de rang; en 
effet dans de le cadre de cette thtorie, Savage avait CtC amen6 ti dCfinir diffirents 
ordres entres des permutations (ou plus g&&alement certains types de mots): 
moyennant certaines hypothbses de nature probabiliste, l’ordre dCfini, par exemple 
entre deux permutations des n premiers entiers, induit un ordre entre les probabilitCs 
que ces permutations soient les vecteurs rangs associts 2 n variables alCatoires 
ordinales; en 1964 Savage Ctudie la nature latticielle des ordres ainsi dkfinis et pose 
plusieurs questions. L’une d’elles conduit Yanagimoto et Okamoto [46] A dCfinir sur S, 
le mCme ordre que celui considCrC par Guilbaud et Rosenstiehl et 2 affirmer sa nature 
latticielle (Theorem 2.1); on notera toutefois que leur ‘preuve’ esquive la seule 
difficult6 de la dimonstration; on notera aussi qu’ils knoncent un rCsultat prkliminaire 
(Proposition 2.1) revenant i montrer qu’un ordre est de dimension 2 s’il est contenu 
dans une extension 1inCaire sCparante, ce qui est l’une des CaractCrisations de ces 
ordres donnCes par Dushnik et Miller en 1941 [13]. L’ordre consid&C sur S, par 
Guilbaud et Rosenstiehl, comme par Yanagimoto et Okamoto, correspond 2 ce qu’il 
est convenu maintenant d’appeler l’ordre faible de Bruhat sur le groupe symCtrique (cf. 
ti ce sujet [7]; on notera que l’un des ordres consid&& par Savage Ctait l’ordre- 
parfois appelC fort-de Bruhat). Des propri&Cs ClCmentaires du treillis S,, apparaissent 
dans Barbut et Monjardet [4] et Monjardet [33]. Des sous-treillis distributifs de S, ont 
CtC CtudiCs par Frey ([16], cf. aussi[l7]) et Chameni-Nembua [8,9]; comme note par 
Guilbaud d?s 1952, ces sous-treillis correspondent ?I des ensembles d’ordres totaux 
pour lesquels la r&gle majoritaire de Condorcet fonctionne sans probKme (cf. A ce 
sujet Monjardet [35]). La CaractCrisation des ClCments irreductibles du treillis S, est 
donnke dans Chameni-Nembua [S, 91, tandis que celle de l’ordre entre ces &Zments (la 
‘table’ du treillis dans la terminologie de la ‘concept analysis’) apparait Duquenne et 
Cherfouh [12]. D’autres propri&Cs ordinales du treillis S,, au/et plus gCnCralement des 
ordres faibles de Bruhat sur un groupe de Coxeter fini, ont CtC obtenues par Bjiirner 
(qui montre notamment que ces ordres sont des treillis orthocomplCmentts [7]), Le 
Conte de Poly-Barbut ([29], [30], [31]; cf. aussi Leclerc [28]). Enfin, Stanley [39] et 
Edelman et Greene [14,15] ont dCnombrC les cha?nes maximales du treillis S, (ou de 
sous intervalles de ce treillis), et Ctabli des correspondances entre ces chaines et 
certains tableaux de Young. 
En 1951, Tamari 1411 d&nit un ordre entre ‘parenth&sages’ ur n lettres; il montre 
ensuite avec Friedman [18], puis Huang [24], que cet ordre est un treillis T, (cf. aussi 
Grher [23], exercices 26 B 36); une preuve gComCtrique de ce resultat se trouve aussi 
dans Huguet [27]. Lakser [25] montre que ce treillis est pseudocomplCmentC et 
complCmentC. 
En 1991, Bennett et Birkhoff [5] definissent la notion de ‘treillis de Newman’, 
comme un treillis dont l’ordre est obtenu 5 partir de ‘transformations ClCmentaires 
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positives’ sur des mots (i.e. des sequences de lettres d’un alphabet). Ces treillis 
comprennent les treillis S, et les gentralisations obtenues lorsque les sequences sont 
composees de lettres non distinctes (la transformation commute deux lettres), ainsi que 
les treillis T, (la transformation correspond a une regle d’associativite). Leur article 
contient en particulier la caracterisation des elements irreductibles du treillis T,, et de 
I’ordre entre ces elements; il signale un texte de Markowsky (321 oh figureraient ces 
caracterisations pour le treillis S,. 
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